7.kafli:  Ad lesa jofnur i hnitakerfinu |l
deildun/afleida/stofnfall/heildi

Pegar nemendur byrja i framhaldsskéla breytist staerdfraedin ur reglundmi par
sem verid er ad leera algebru- og rumfraedi reglur yfir i ndm med jofnur i
hnitakerfinu. Eg er ekki viss um ad nemendur nyutskrifadir Gr 10 bekk
grunnskola geti lyst pvi hvad bidur peirra i steerdfreedi framhaldsskélans hvad
ba a raungreinabrautunum. Par er unnid med jofnuna f(x) & fjérum mismunandi
plonum eda haedum par sem hver haed hefur mjog sérhaefdar reglur sem hafa
mjdg sérhaeft hlutverk. | pad minnsta 4ttadi ég mig ekki & pessu i minu
menntaskélandmi. Tokum myndlikingu af hdsi & fjorum haedum par sem hver

haed hefur sitt sérhafda hlutverk:

Mynd:

Ef ég reyni ad lysa pessum fjérum haedum i hnitakerfinu og hlutverki hverrar

haedar fyrir sig ma segja ad pessi heildarmynd vilji tynast i dagsins onn. Sja

betur mynd hér 4 eftir.
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F(x) = hakkada formid = % = heildi finnur flatarmal

f(x) = almenna formid x° = finnur punktana [ x,y ) = ferilinn

f'(x) = leekkada formid = afleidan = 3x2 = finnur hallatolur

f""(x) = tvilekkada formid = onnur afleida = 6x = finnur stefnu

Petta er ef til vill of mikid ad melta i einu. Svo gott veeri ad skoda rolega og
vandlega hverja haed fyrir sig og peaer reglur sem gilda a hverri haed. Athugadu

ad vid erum alltaf ad skoda sama ferilinn en hver had vinnur med mjog

sérhaefdar upplysingar um hann.
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Mynd: Hinar fjérar haedir hnitakerfisins

F(x) = heildi

finnur flatarmal

undir ferlininum a

mynda ferilinn

milliaogb
f(x) = almenna gefur
formid. Gefur skurdpunkta
punktana sem ferilsins vid

X - asinn, par sem

flx)=0

f'(x) = lekkada
formid =

afleidan

gefur hallatolur
o9

f'(x) = 0 gefur
hagildi og

laggildi ferilsins

f""(x) = gefur
stefnu og

beygjuskil

gefur stefnu:
uppsveigt eda
nidursveigt.
f"'(x)=0 par

eru beygjuskil
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7.1 Um hallatoluna og skilgreiningu a afleidu

Skodum nu fyrst hallatolu beinnar linu i gegnum punktana (x1, y1) og (x2, y2).

Mynd:
y
«
o e,
‘ (72, 12)
Ay
Wl (1, )
X
1 Ax o)
4y  Y2— V1

Hallatalan = =

Ax  Xxp,—Xxq

Petta er hallatéluformulan fyrir beina linu en pegar ferillinn er boginn en ekki

bein lina pa vandast malid.
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Mynd:

Eins og sést a pessari mynd er hallatalan sibreytileg i hverjum punkti og i raun
ma segja ad pessiferill hafi ételjandi margar hallatolur eda eina i hverjum
punkti. Veeri ekki heillandi ad reikna ut hallann i hverjum af pessum ételjandi

punktum? Merkilegt er ad med afleidunni = f"(x) er pad haegt.

Skodum hallatéluna adeins betur eda pa utgafu af hallatoluformilunni sem
heitir afleida einnig nefnd diffurkvéti. Pad sem gerist ndna hefur mér alltaf
fundist skritid og sérstakt ad Utskyra. Segja mé ad jafnan f(x) sé dregin |
gegnum hallatdluskilgreininguna og fari pa ad gefa Ut hallatolur i stad punkta

og nefnist pa f'(x] = afleidan.

Mynd:
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pa verdur: h = M = f'(x) =f(X+h)—f(x)
X2— X1 (x+h)-x

Ef h stefnir 4 0 sem er taknad lim h-0, pa feerdu i raun Ut hallatoluna i x.

f(x+h)-f(x)
h

Reglan fyrir afleidu er pa:  f'(x) =lim h—0

o . S Y2~ Y1 o .
og hun likist hallatoluformdlunni h == ekki neitt. Skodum nu hvao
X2~ X1

gerist pegar jafnan f(x] = x2 er sett inn  hallatéluformdluna og Ut kemur " (x] =

2X.

X f(x) = x? y
X1 X flx) = x2 X2 Iy
X2 f(x+h)? (x+h)? =y
= (x+h)

Setjum pa inn i hallatéluformuluna:

Y2a-)Y _
=_2 1 = f'[X]=|.imX—>0f(x+h) f(x)
X2— X1 h

h
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Dami:

Margfalda saman svigana

(x+h)*—x*  (x+h)(x+h)-x?
(x+h)—-x h

f(x) = lim h—0 =

Taka h ut fyrir sviga

x?+ 2hx+ h? —x*>  2hx+h®* R(2x+h)
h - h R

£(x) lim h—0 =

f(x) lim h—0 2x +h = 2x

Pad sést ad jafnan flx] = x? breyttist i 2x ef hidn er dregin i gegnum

hallatdluformudluna. Einnig breytist:

fix)=x3 i f'(x)=3x2
fix)=x4 i f'(x)=4x3
fix)=x> i f'(x)=5x4

og svo framvegis

P& verdur til reglan: f(x) =x" - f'(x) =n-x"-1
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P& fer veldid fram fyrir og breytist i margfeldi, veldid minusast um einn og til
verdur hid laekkada form jofnunnar bar sem x? breytist i 2x'. Vi6 petta verdur
edlisbreyting a jofnunni og hun fer ad gefa upplysingar um hallatolur en ekki
punkta [ x,y ] sem mynda ferilinn. Eins og svo oft er best ad skilja reglur meo

bvi ad skoda synideemi. Skodum tvo deemi.

Fyrst f(x) = x? sem gefur okkur alla punkta ferilsins [ x,y ]. Skodum sidan f'(x] =
2x sem gefur okkur hallatélur { 6llum punktum [ x,y ) { hinum bogna ferli f(x) =
x?. Fyrst skulum vio skoda synideemi sem synir okkur hvernig vid finnum punkta
ferilsins og svo synideemi sem synir okkur hvernig vid finnum hallatolur i

pessum punktum.

Dami:

Teiknadu ferilinn f(x) = x?

X f(x) = x2 y (xy)
-2 f(-2) = (-2)? 4 (-2,4)
-1 f(-1) = (-1)? 1 (-1,1)
0 f(0] = (0)2 0 (0,0)
1 f(1)=(1)2 1 (1,1)
2 f(2) = (2)2 A (2,4)

316



Hér & undan er buid ad teikna ferilinn f(x] = x? inn i hnitakerfi. NG skulum vid
finna hallatolurnar i pessum fimm punktum. P& setjum vid inn i j6fnuna f"(x) =

2x. Vid baum til gildistoflu fyrir f7(x] = 2x og faum pa at hallatslurnar.

Dami:
X f(x) = 2-x y
-2 f(-2) = 2:(-2) -4
-1 f(-1) = 2:(-1) -2
0 f(0) = 2.0 0
1 f(1) = 2-1 2
2 f(2) = 2.2 4

Skodum adeins betur regluna: flx) = x" - f'(x) = nx"~ " og fjogur tilbrigdi vid

hana:

1) Pegar fundin er afleidan af f(x) = x® gerist bad ad veldid 0 fer fram fyrir og

breytist i margfeldi.

baverdurf'(x)=0x2"1'=0x"1=0
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Pvi null sinnum taflan a-0 = 0 gefur okkur alltaf = 0

Dami:
Finndu f"(x) pegar f(x) =5 Ath: x°=1
f(x) =5 - f(x) = 5-1 - f(x) = 5-x°

pPaerf(x)=05x""" =0-x"=0

Med g0rum ordum er afleida af tolu alltaf = 0.

2] Pegar fundin er afleidan af f(x) = x' pa verdur veldio af

f'x)=1x"""=1x=11=1

0g x - 10 hverfur.

Dami:
Finndu f'(x) ef f(x) = 5x!

f(x) =5x' - f'(x)=15x"""= 5x=5

3] Reglan um afleidu:

f(x) = x" - f"(x) = nx"~ " talar ekki neitt um brot adeins um veldi, pannig ad ef

finna & afleidu af broti pa parf ad breyta pvi i veldi med:

veldareglunni: =
I xn 1
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Skodum daemi um pad.

Dami:

Finndu f"(x) ef f(x) = x%

med veldareglunni: xin = —
Vid umritum f(x] = x% =x3 og pa verdur:

f'(x)=-3-x3"1" =-3x* eda

—3x4

4) Reglan um afleidu: flx) =x" - f"(x) = nx"~ " talar ekki neitt um reetur adeins

um veldi. Pvi parf ad breyta rétum i veldi med veldareglunni:

y

x\/ay = aE

Skodum nu deemi um pad:

Dami:
Finndu f'(x) ef f(x) = ¥x2
Byrjum & ad umrita Vx2 sem veldi med reglunni: Vay = a%

2 2
bannig ad f(x- 1) = ¥x2 = x3 og paer: f'(x) = 33x§_1 sem er:

f/x) =§x_?
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Vié hofum nu skodad regluna:

fix)=x"-f(x) =nx"-1

fra ollum hlidum og gott veeri ad enda pad umraedu & premur deemum sem toga

i alla anga reglunnar um afleidu.

Dami: f(x) = x" - f (x) = nx" -1
Finndu f'(x) ef:

f(x) = 4x5 + 0,5x4 + 2x% + 5x1 + 6x°

f'(x) = 5-4x4 + 4:0,5x% + 2.2x" + 1-5x% +0-6x"!

f(x)=20x4+2x3 +4x+5+0

Daemi: f(x) = x" £ (x) = nx"- !
Finndu f " (x) ef:

f(x) = 0,2x%3 + 0,1x%:2

f'(x) =0,3:0,2x%3-1 + 0,2-0,1x%2-"

f'(x) =0,6x%7 + 0,2x 08

Daemi: fx) = x" _f'(x) = nxn-!
-2 3
Finndu f’(x) ef f(x) = % +Vx2 baerflx) = 2"3 +x2

(] — 2 [_2ly-2-1 E%—l
f[x]-3[3]x X

£ (x) = -2x‘3+%x_71
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7.2 Hvad gerir afleidan?

Afleidan segir okkur til um hallatolur i hverjum punkti ferilsins. Pannig ad ef:

hallatalan er pésitif, pa er fallid vaxandi i lesattina
hallatalan er negatif, pa er fallid minnkandi i lesattina

hallatalan =0 pa er um ad raeda hagildi eda laggildi

Mynd:

HAGILDI

+

VAXANDI*®
+

+

- MINNKANDI

+

+

— + -2
+

+

LAGGILDI

+

+
VAXANDI

par sem afleidan f*(x) = 0 verdur hallatalan = 0 og par verdur hagildi og laggildi.
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Daemi: Finndu hagildi og laggildi fyrir f(x) = x? — 4x — 12

Paerf’(x]) =

2x + 4 =0 Dpegar:

f'(x)=2x=-4
f'X)=x=-4/2=-2

Laggildid er pa i punktinum x=-2 Finnum pay - hnitid.

X f(x) = x2 +4x - 12 y (x,y)
-2 fl-2) = (-2)2 +4-(-2) -12 - (-2,-16)
f-2)=4-8-12 16
Laggildid er pa i punktinum ( 2,-16 ) par sem f'(x) =0
10 9 -8 -7 —.6 -5 4 -3 2 0 g 3
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Einnig er haegt ad finna hallatolu i hverjum punkti fallsins:

Daemi:
Hver er hallatalan fyrir x =2 . f"(x) i punktinum (2,3

i fallinu f(x) =x2-17?

X f(x) = x2 -1 y
(2+h) fix)=(2+h)?2-1 (2+h)%2-1
2 f(x) = 22 -1 3

Ath: h= 222 = (x) lim h - 0 L=/

2= X1 h

£(2)=limh_o &Hr-1-3  _ (2+n)(2+h) -4
- - 2+h-2 - h

Taka h at fyrir sviga.
£(2) limh g *2hr2nt h?-4 _ h%+4h «—

h h

f(x) limh-0 @ =4+h =4 (hstefnird0)

Hallatalan er 4 par sem x =2

| punktinum ( 2,3 ) er hallatalan = 4

N

Préfun: f(x) =x2-1 paer f(x)=2x og f(2)=22=4
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Seetispunktur er afbrigdi vid hagildi og laggildi par sem hallatalan veréur =01
haesta og leegsta punkti sja mynd hér & undan. Ef um saetispunkt er ad raeda,
einnig kalladur stallur, par er fallid annadhvort sivaxandi eda siminnkandi

nema i einum punkti = saetispunktinum. Petta er best skyrt med mynd.

Mynd:

- F'(x) =0
SATISPUNKTUR

ATISPUNKTUR
F'(x) =0

Segja ma ad saetispunkturinn sé nokkurs konar sambland af hagildi og laggildi.

Vid hofum nu skodad afleiduna sem er nokkurskonar sérhad i hnitakerfinu.
Segja mé ad pad séu til fijorar reglur til vidbdtar um afleiduna sem breytir f(x] i
f*(x) og breytir pannig edli j6fnunnar Gr pvi ad gefa upplysingar um punkta [ x,y
) = flx) yfir { pad ad gefa upplysinar um hallatélur = f'(x]. Litum nu & pessar

fijérar reglur.
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7.3 Afleidureglur

Vid erum buin ad skoda mjog vel regluna um afleidu:

f(x) =x" = f'(x) = n-x"1

Vonandi skilur pu vel edli afleidunnar. Pad eru fjérar afleidureglur til vidbotar

sem vert er ad skoda.

1) Afleida margfeldis: Hnitakerfid er flokid og fullkomid kerfi og par rikja

dularfullar reglur um afleidur sem segja okkur til um hallatolur i ollum
punktum ferilsins. Ein slik er reglan um tvo peetti sem eru margfaldadir saman

og fyrir vikid virkar reglan stor og flokin, en hdn Llitur svona ut:

Ef f(x) = f(x) - glx] paerf'(x]=f(x)-g'(x]+f(x)-glx)

f*{x) = fyrsti patturinn - afleida seinni pattar + afleida fyrri pattar - seinni

batturinn. Pessa reglu er erfitt ad skilja &n synideemis.

Daemi: Finndu f"(x) ef f(x)=x°-x3

Ef fix) = f(x) - g(x) paer f(x)=f(x)-g (x) +f (x) - glx)
f(x) = x3 og f'(x) =5x* og glx)=x® og g (x) =3x?
Pa gefur innsetning:

f(x) =x3- 3x? + 5x4- x3

f(x) = 3x7 + 5x7 = 8x’

Profun: Margfalda saman: x®- x3 =x8

Nota: f(x) =x" - f(x) = n-x""1

f(x) = x8 - f"(x) = 8x”

325




Skodum nu annad synideemi dgn fléknara.

Dami:

Reiknadu f'(x) ef: f(x)=(3x*-2x)(x%-3)
f(x)=f(x)-g"(x)+f(x) - glx]

f(x) = (3x®-2x) og f'(x)=(9x2-2)
glx)=(x?-3) og g’(x)=2x

Innsetning gefur:
fx)=03x%-2x)(2x) +(9x2-2) [ x2- 3)
f7(x) = 6x4 - 4x% +9x% - 27x2 - 2x% +6

f(x) = 15x* -33x2 + 6

Profun: flx) =(3x3-2x) [ x2-3) =3x>-9x3 -2x3 +6x

f(x) = 15x%4 - 27x2-6x2 +6 = 15x%* - 33x2 +6

2) Afleida kvotafalla: = Deiling. Kvoti pydir deiling pannig ad kvétafall pydir

deilingajafna. Reglan litur svona ut:

u VU - v'u
Eff(x)=; Daerf(x)zT

sem trulega er erfitt ad skilja &n synideemis. Tékum tvo synideaemi, eitt létt og

eitt fléknara.
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Dami: u=1

a2l e VU -V'U U0
=" =) =""3 -

_ o 1
Reiknadu ut f'(x) ef f(x) = ) V= x4
o x*0—-4x3 1 o
f'(x) = b2 V' =4x
’ — - x3 — -
f)=—5"= 5

Tokum nu annad synideemi og dgn fléknara.

Dami: V = 3X
x?—
Reiknadu f'(x) ef f(x) = V' =3
U Co 2 YUZUY Ueir? o1
X)=— —>f(Xx)=——— =(x?-
=0 =)= (x-1)
Innsetningin gefur: U'=2x
. 3x-2x—(x%-1)-3 6x%2—x?+1-3  5x2-2
X) = = =
) 3x2 9x 2 9x 2
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P& eru eftir tvaer litlar og einfaldar reglur um afleidu.

3) Afleidur visisfalla: | veldisvisisfalli er x i veldastodu. Pad er ekki e-x heldur

e*. Reglan er svolitid sérstok eda:

f(x) =e* paer f'(x]=e*

en ef pbad er studull = k = ( tala ] fyrir framan x -id fer talan framfyrir sem

margfeldi.

flx) = ek - f'(x) = k-ek*

sem reyndar ma einnig segja um:

f(x) = e — f(x) = 1e* =¢e*

Pannig ad segja ad petta sé sama reglan. Skodum nu synidaemi.

Dami:

Finndu f'(x) ef f(x) = 3e%3* 0g finndu sidan f"(2).

f(x) = e — ke*

f'(x) = 0,3-3e%* )
o h=1,6399

f (X) = (0,9e0:3x ° (2, 5.466)

f(2) =0,9-e%32 )

f(2) = 1,6399 1

Hallartalan er 1,6399 N - 0 i : ; ;

begar x = 2 sja mynd. 2
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4) Afleidan af a*:

Reglaner: f(xJ=a*-f(x)=a*lna

Ef bad er studull = (tala) fyrir framan x - id pé litur reglan svona Ut:

f(x) = ak* = f[x) = a**-lnx-k

Skodum nu synideemi:

Daemi:

Finndu afleiduna f'(x] ef f(x) = 150-24%
f(x) = ak* - f'(x) = a-lnx-k

f’(x) = 150-2%%ln2-4

f’(x) = 600-2*-ln2

Ef k =1 pa litur reglan ut svona:

f(x) =a'™ - f'(x) =a™Llna-1 = a*lna

Pannig ma segja ad petta sé adeins ein regla.

Vid erum nd buin ad skoda afleiduna f'(x], sem segja mé ad sé alveg sér haed |
hnitakerfinu med sinar sér reglur og sér eiginleika. Pad er von min ad petta
ferdalag um afleiduhaedina hafi eflt skilning pinn & leyndarméalum

hnitakerfisins.
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7.4 Onnur afleida

Onnur afleidan hefur lika verid nefnd tvidiffrun eda hid tvileekkada form

jofnunnar. bad er f*“(x). P4 er reglan sett aftur inn i afleidu - regluna: f(x] = x

— ' x)=nx"!

Dami:
f(x) =x3
f (x) = 3x2

f (x) = 6x' = 6x

Vid petta ad jafnan er tvidregin i gegnum hallatoluskilgreininguna breytist edli
hennar enn a ny og segja ma ad pad myndist ny haed i hnitakerfinu, sem hefur
allt adra eiginleika en f(x) og f'(x), p.e. nU fer jafnan ad segja okkur hvort

ferillinn sé ad stefna upp eda nidur.

Parsem f’(x) = (-] par er ferillinn nidursveigdur = a leidinn nidur i lesattina.

Par sem " "(x) = [ +) par er ferillinn uppsveigdur = a leidinni upp i lesattina.

Mynd:

UPPSVEIGDUR

NIBURSVEIGBUR \ +\ Vs
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7.4.1 Beygjuskil

Par sem ferillinn breytist Ur pvi ad vera uppsveigdur i ad vera nidursveigdur eda
ofugt, par eru beygjuskil og pau verda par sem f"’'(x] = 0 par verdur
beygjuskilapunkturinn par sem ferillinn haettir ad vera nidur nidursveigdur og

verdur uppsveigdur eda ofugt.Pessi punktur er lika kalladur stallur. Sja mynd.

Mynd:

Linan | er badi fyrir ofan og nedan ferilinn og gengur i gegnum

beygjuskilapunktinn P.

Ein kroftugasta upplifun min af beygjuskilum var pegar ég for i fyrsta skipti i
russibana. Pad var um kvold i myrkri og pegar russibanabrautin kippti
russibananum Ur pvi ad vera ad fara nidur og i pad ad vera ad fara upp for

maginn i mér upp i hals. Par var beygjuskilapunkturinn.
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par sem f"“(x) =0 par er beygjuskilapunkturinn fyrir ferilinn.

Mynd:

F'(x) =0
Beygjuskilapunktur +
+
+ +
+ X

Best af ollu til ad skilja afeiduna og adra afleidu er ad skoda synideemi, sem

notar:

f(x) = Almenna formié til pess ad finna punkta ferilsins = [ x,y)
f’(x) = Afleiduna til pess ad finna hallatdlur i 6llum punktum ferisins

f""(x) = Adra afleidu til pess ad finna stefnu ferilsins i 6llum punktum ferilsins

Petta verdur pvi langt synideemi & premur haedum.
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Daemi:

Gefid er fallid: f(x)=x3-3x+3

a. Teiknadu ferilinn f(x) i hnitakerfid.
b. Finndu hagildi og laggildi=f"(x) =0
c. Finndu beygjuskil=f""(x)=0

a. Teiknadu ferilinn f(x) = x3 - 3x + 3 i hnitakerfid.

Gildistafla gefur:

X f(x)=x3-3x+3 y [x,y)
-2 f(-2) = (-2)3- 3(-2) + 3 1 (-2,1)
-1 f(-1) =(-1*-3(-1) + 3 5 (-1,5)
0 f(0)=0%-3.0+3 3 (0,3)
1 f(1)=1%-3-1+3 1 (1,1)
2 f(2)=2%-3.2+3 5 (2,5)

ba litur ferillinn svona at:

b. Finndu hagildi og laggildi ferilsins f(x]) = x* -3x + 3
f'(x)=3x?-3=0, paer3(x?-1)=00g paer 3(x-1)(x+1)

x-1=0 og x+1=0
x=1_ og x=-1

Hagildi og laggildieruix=10gx=-1 Setjai gildistoflu.

333




X flx)=x3-3x+3 y (xy)
-1 f(-1) =(-1)° - 3-(-1) + 3 (-1,5)
1 f(1)=01°-31+3 1 (1,1)

Hagildispunktarnir eru: (-1,5) og (1,1).

HAGILDI |
(=15~ | ]

ST
|LAGGTLDI

c. Finndu beygjuskila-punktinn i ferlinum f(x) = x®-3x + 3
f'(x)=3x2-3 og f '[x)=6x=0
Pegarf ’(x)=0

6x=0 paer x=0/6=0 f "(x)=0ix=0

Til pess ad finna beygjuskilapunktinn setjum vié x = 0 i gildistoflu fyrir f(x)

=x3-3x +3

X fix)=x3-3x+3

(xy)

0 f(0)=0%-3-0+3

(0,3)

Beygjuskilapunkturinneri(0,3)

J '
- (0,3)1,

| BEYGJUSKIL

Petta synideemi synir vel pessar prjar haedir i hnitakerfinu:
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f(x) sem synir punktana = ferilinn
f'(x) sem synir hallatolurnar

f""(x) sem synir stefnuna = upp / nidursveigt

Allan timann erum vid ad vinna med sama ferilinn, en hin mismunandi form
jofnunnar flx), f'(x) ogf""(x) gefa okkur mismunandi upplysingar um ferilinn.
Pad er reynsla min sem kennara ad pegar jafnan fer ad vinna a premur plonum
sé erfitt ad hafa heildarsyn. pratt fyrir pad er pad von min og tru ad pu hafir
skilid petta allt mjog vel. Ef ekki ma gjarnan segja setninguna: ,Pad er gott ad
lesa pangad til pu skilur.” Einnig méa segja: .Lestur verour ekki nam fyrr en pu

skilur.”

7.5 Stofnfall, heildun og flatarmal undir ferlum

Eitt skritnasta form jofnunnar er heildun, p.e ad tegra almenna formid og ut
kemur stofnfallid F(x) sem ég vil kalla hid haekkada form jofnunnar, par sem

f(x) veldid er haekkad um einn og deilist med n + 1 samkveemt reglunni:

xn+1

f(x) =x" — F(x) = —

Eda med 6drum ordum, ef pl finnur afleiduna af F(x) péd er han flx). Tokum Litio

deemi um petta.
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Dami:

Afleidan af F(x) = x4 + x*> verdur samkvaemt reglunni um afleiéu: flx)=x" -

f'(x)=nx"-1

f(x) = 4x3 + 3x2

Ef farid er til baka og buid til hid heekkada form j6fnunnar samkvaemt reglunni:

n+1

f(x) =x" - F(x) = );T Veldid + 1 og deila med peirri tolu.

Dami:

Finndu stofnfall jofnunnar: F(x) ef: f(x) = 4x3+ 3x? +c

xn+1
Samkvaemt reglunni: F(x)=x» —> f(X) =
n+1
4x3+1 3x2+1 4x4- 3x3
F(x) = + = + = x*+x°
3+1 2+1 4 3

Skodum adeins betur tengslin & milli f{x) og F(x).

fix)=x' - Flx) =222

0= - F= 55 =
flxl =37 Flxl = 525 =7
flx) =x - Flx) =5 =5
fix) = - Flx =5 =
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P& kemur i lj6s reglan:

xn+1

f(x) =x" — F(X) = v

Pad sem hid haekkada form jofnunnar gerir okkur kleift ad gera er ad reikna ut
flatarmal undir bognum ferli, nokkud sem hin klassiska rumfraedi getur ekki
gert, med pvi ad finna stofnfallid = hid haekkada form j6fnunnar og heilda pad.
P& er haegt ad nota stofnfallid til pess ad finna flatarmal undir ferlinum.
Skodum nu synideemi sem synir petta undir beinni linu: y = x. Skodum hvernig
sama daemi er reiknad: fyrst med rimmalsreglunum og svo med reglum fyrir

stofnfall og heildun.

Dami:

Reiknadu flatarmal skyggda svaedisins undir linunniy = x @ milli 1 og 3 Sja

mynd.
y s /Y‘ X
3
2
1
1 2 3 X
Flatarmal o =2-1=3 og flatarmal A = % =2

Alls=o+A=2+2=4
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Skodum nU sama daemi reiknad sem stofnfall med heildi. Par sem vid notum

regluna:

xn+1

f(x) =x"— F(X) = 1

Reglan til pess ad finna flatarmélid undir ferlinum @ milli: a=x=1 og b=x

=3

b
f F(x)dx = F(b) — F(a)

a

Dami:

Reiknadu flatarmal skyggda svaedisins a millix=10gx =3
undir linunniy = x

A

y y=X

3 et

v

1 2 3 X
f ) i w1+l 2
x)=xt — F(x) = =—
) (9 1+1 2
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1
[
| ©

I
| =
—
w

I
N |

1

S

Poo=[Z- 2]

2 2

Skodum nu daemi sem ekki er haegt ad reikna med klassiskum reglum

flatarmalsfraedinnar.

Daemi:
Reiknadu flatarmalid & milli x - as og ferilsins -x? +6x - 5
millix=10gx=3

Teiknadu ferilinn -x2 + 6x - 5inn i hnitakerfi. Gildistafla gefur:

X f(x) = -x2+ 6x-5 y (x,y)
1 f(1)=-(1)2+6(1) - 5 0 (1,0)
2 f(2) =-(2)2+ 6(1) - 5 3 (2,3)
3 f(3) =-(3)2+ 6(3] - 5 4 (3,4)
4 f(4) = -(4)2 + 6(4) - 5 3 (4,3)
5 f(5) = -(5)2+ 6(5) - 5 0 (5,0)

ba litur ferillinn svona ut:

Reiknadu ut flatarmal skyggda svaedisins:

xn+1

Notum reglurnar: f(X) = x" — F(X) = 0
gturnar: f(x (=" og

[ f)dx = F(a) = F(b)
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*(=x? +6x —5)dx = |= x33x2 —5x
I :

3 —
-
(374337 53 - (5 13+312-5:1) =
942715+ -—3+5=

1 1 16
32=—27 =5- = — = flatarmalié.
3 3 3

P& erum vid buin ad kynnast flottustu flatarmalsformulunni = hinu haekkada

xn+1

form j6fnunnar f(x)= x" = F(x) = :
n+1

Vid skulum enda pessa umradu um tofra hnitakerfisins a pvi ad nota hid
haeekkada form jofnunnar F(x) til pess ad finna flatarmal svaedis sem liggur &
milli tveggja boginna ferla sem litur Ut eins og skyggda svaedid & myndinni hér

fyrir nedan.

Mynd:
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Pad skal jatast ad daemid er nokkud langt og { nokkrum prepum. Petta deemi

er ekki haegt ad reikna med hefdbundnum rumfraediformulum. Skodum petta:

Dami:
Reiknadu flatarmalid sem af arkast af ferlunum:

f(x)=x?-4 og flx)=-x2+x+2

Gildistoflur faera okkur ferlana:

X flx) =x2-4 y (x,y)
-2 f-2)=(-2)2- 4 0 (-2,0)
-1 fl-1)=(-1)2-4 -3 (-1,-3)
0 fl0)=02-4 -4 (0,-4)
1 fl1)=1%2-4 -3 (1,-3)
2 fl2)=22-4 0 (2,0)
X flx)=x2+ X +2 y (xy)
-2 f(-2) = (-2)2+ (-2) + 2 4 (-2,4)
-1 fl-1)=(-12+(-1) + 2 0 (-1,0)
0 fl0)=02+0+2 2 (0,2)
1 f1)=12+1+2 2 (1,2)
2 fl2)=22+2+2 0 (2,0)
Teiknadu ferlana inn i hnitakerfi:
-~
J/‘ \\
._\\;/,
Reiknadu flatarmal skyggda svaedisins: -
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Fyrst parf ad reikna ut skurdpunkta ferlanna
X2-4 = -x2+x+2

X2+ x24x-4-2=0

2x2+x-6=0 Pattad med agiskunarreglunni
(2x+3)(x-2)=0 Nuallpattareglan gefur:
2x+3=0 o0og x-2=0

2x = -3 og x=2

X=-3/2

Finndu flatarmalid a milli ferlanna

Efri ferillinn — nedri ferillinn
F=[5 [-x2 +x4+2—(x%? —4)] =
2

5 2
[A(=2x2 + x + 6 )dx = [§x3 + x2—+6x]_3
2 =

—16 9
— #2412 (= += 9)= —
3 4

Vid hoéfum nd lokid yfirferd um hnitakerfid og kynnst pbessum mjog fullkomna

regluheimi med sérhaefd plon med sér reglum fyrir hverja haed hnitakerfisins.

[ fyrri koflum um hnitakerfid er buid ad gera almenna forminu g6d skil og einnig

ad skoda einingahringinn. [ pessum kafla férum vid upp fyrir almenna formid

f(x) med heildin F(x) og nidur fyrir almenna formid med afleidunni f'(x] og

annarri afleidu f* " (x) eda tvileekkada forminu.

F(x) = heildin = haekkada formid
f(x) = almenna formid
f'(x) = afleidan = laekkada formid

f""(x) = onnur afleida = tvileekkada formid
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7.6 Hugtakalisti

Afleida: Umritun hallatoluformUlunnar:

— x+h)—-f(x
h=22" 01 yfira f(x)=limh—0 I )=/ ()
X2— V1 h

Afleidan af a*: Afleidureglur par sem:

f(x) =a*— f(x) =a*Ilna og f(x) =a*— f(x) = a*Ina-k

Afleida kvotafalls: Afleida jofnu sem er samsett med deilingu:

Vu'-v'u

U
(=1 = 1) =——;

Afleida margfeldis: Afleida j6fnun sem er samsett med margfoldun:

flx)=U-V > UV +U"-V

Afleida visisfalls: Afleiduregla par sem:

fix)=eX = f'(x)=e* og f(x) = e - (x]) = k-ek
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Afleidan af x": Afleiduregla par sem veldid n fer fram fyrir sem margfeldi og

minusast um einn:

fix)=x" - f'(x) =n-x"""1

Beygjuskil — Beygjuskilapunktur: Beygjuskilapunkturinn er par sem f"“(x] =
0 Par breytir fallid um stefnu. Sja mynd:

| [prrevEmR \ | sawunsviar
/ N
/ BEYGIUSKIL "\\
/ \
./-//
N \
.// } BEYGITSKIL ‘l\
|
Bein linay = x:
A
1
»
2 1 T 2 >
-1
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Boginn ferill: Ekki er haegt ad finna hallatolu i bognum ferli, nema med afleidu
og ekki er haegt ad finna flatarmal undir bognum ferli, [ skyggda svaedid ), nema

med heildun.

Ferill falls: [ almenna forminu f(x) getur pu fundié alla punkta ferilsins ( x,y ) i

gildistoflu og pannig teiknad ferilinn inn i hnitakerfid

Flatarmal milli ferla: Flatarmal skyggda svaedisins er adeins haegt ad reikna

med heildi

F(x): Heildun = hid haekkada form jofnunnar, reiknar flatarmal

f(x): Hid almenna form jofnunnar finnur punkta ferilsins [ x,y

f'(x): Afleidan = hid laekkada form j6fnunnar, finnur hallatélur
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f°7(x): Onnur afleida = hid tvileekkada form jofnunnar, finnur stefnu fallsina

Gildistafla: Reiknar Ur punkta (x,y ] ferilsins

X f(x) = Jafnan. y (xy)
1
2
. ) Y2— Y1
Hallatdluformulan: h= —
X2— X1

Hagildi: Heesti punktur & bognum ferli par er f'(x) =0 par er annadhvort hagildi

eda laggildi. Sja mynd:

HAGILDI

/ N

Heildun - heildi: tdknad med merkinu: [ Heildun er hid haekkada form
jofnunnar = F(x) begar veldid i j6fnunni er hakkad upp um einn samkvaemt

reglunni:

xn+1

flx) =x" = F(x) =

n+1

P& er haegt ad reikna flatarmal med jofnunni
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Laggildi: Laegsti punkturinn & bognum ferli par sem f"(x] = 0.Par er annadhvort

hagildi eda laggildi

‘\K.

LAGGILDI h=0

Lim h - 0: lim pydir limex = namundun = namundunargildi og par sem h -0

er hallatalan

A y
f(x+h) |

f(x)

v

I

X «— h <« (x+h) X

Pvi neer sem h kemst pvi ad vera =0 pvi ndkveemari verdur hallatalan |

punktinum

(x,f(x))

Laekkada formid: Afleidan f'(x) par sem veldid er laeekkad um 1 samkvaemt

reglunni:

fix)=x" = f'(x)=nx"-1
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Nidursveigdur: ferillinn er nidursveigdur: Parerf” " (x) = (-]

Nall sinnum taflan: a-0 =0 bad reynir & hana pegar fundin er afleidan af x°

fix)=x% - f'(x)=0-x2-"=0x" =10

Nallstéovar: Par sem jafnan f(x) = 0 pé segja nullstodvar okkur hvar ferillinn

sker x=asinn

Nullstoovar

Ef jafnan er f'(x] = segir jafnan okkur til um hagildi og laggildi

HAGILDI

LAGGILDI
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Parsem f”“(x) =0 par eru beygjuskil. -

// ‘\ﬁi’gjusm } / .
Stofnfall: [ = hid haekkada form jofnunnar = F(x) finnst med reglunni:
n _ xn+1
f(x) =x" — Flx) =—

Seetispunktur: Tilbrigdi vid hagildi og laggildi par sem f'(x) = 0. Hallatalan i

saetispunktinum er = 0 einnig nefnd stallur

SETISPUNKTUR
7 SETISPUNKTUR
hoo
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Tvileekkada formid: f"’(x] pegar jafnan er sett tvisvar i gegnum jofnuna:

fix)=x" - f'(x)=nx"-1

Einnig nefnt onnur afleida.

Dami: f(x) = x4
f'(x) = 4x3

f 7 (x) =12x2

Uppsveigdur: Ferill sem er & leidinni upp

Veldareglur:

Umrita brot sem veldi:

Vay = ax Daemi: 3\/x = x3

a i nullta veldi er alltaf = 1

al=1
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Onnur afleidan: f“(x) = énnur afleida = hid tvilaeekkada form jofnunnar. Jafnan

er sett tvisvar sinnum i gegnum jéfnuna:

f(x) =x" — f(x) =nx"?

P& gefur jafnan upplysingar um stefnu.

Dami: flx) =x4
f'(x) = 4x3

f 7 (x) = 12x%
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