6.kafli A0 lesa jofnur i hnitakerfinu Il - Einingahringur

6.1 Hornareglur i einingahring (cos, sin, tan)

PU parft ad hugsa eins og einingahringur, hann er hringur med radius 1,0 og
midpunktur hans er { upphafspunkti hnitakerfisins (0,0 ). [ hnitakerfinu mundi hann

lita Ut svona:

Mynd: y

[ hnitakerfinu eru 6endanlega margir punktar [ x,y ). A einingahringnum eru einnig

dendanlega margir punktar (xy ).
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6.1.1 Cosinus og sinus follin = cos, sin

Peir punktar sem eru & einingahringnum eru sérstakir og pvi skilgreindir

sérstaklega.

Par sem x - hnit punkts & einingahring = cosA+ ( n - 360°) og y - hnit punkts &

einingahring = sinA + ( n - 360°)

(x,y)=(cosA,sinA]. Aerhornid & milli x - 4ssins og stefnuass hornsins A.

Dami: y
1L
90° 1
(x,y)=(cosA,sinA)
180° 0°
-1 1 g

270° -1
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Petta allt saman tengist sidan Sllum hornum i einingahringnum. NU er haegt ad
fara allan einingahringinn og finna hvada hnit punkts sem er & honum Ut fra

stefnuhorni hans.

Dami:

y4

sin30°
180° 0°
- \ cos30Y 1 y

270° -1

Stefnuas 30° hornsins.

( cos30°, sin30°) =

A

(xy)

NG spyr ég reiknivélina mina: Hvert er hnitid ( x,y ) fyrir 30°?
Stefnupunkturinn er pa = cos30° = 0,8660 og sin 30°=0,5

Hnit skurdpunkts einingahringsins og hornsins A =30°er pa (x,y) = ( cos30°,

sin30°) =(0,8660,0,5)
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Pannig get ég kortlagt alla punktana & einingahringnum ef ég veit stefnuhorn hans.
SHIFT-takkinn a reiknivélinni efst til vinstri a takkabordinu getur gefid per

hornastaerdina ef pu veist annadhvort cosA eda sinA.

SHIFT cos 0,8660 =30° og SHIFT sin 0,5 =30°

6.1.2 Tangens - fallid = tan
Hversvegna fara steerdfraedikennaar aldrei i sélbad? beir purfa pess ekki. beir deila

bara cos i sin og f& Ut tan. | pessari ségu kemur fyrir skilgreiningin 4 tan = tangens.

tanA = z:zz eda YZMmit tanA + (n - 180°)

x—hnit

Dami: y

90°

lﬂ
sin30°
0,5
180° X
° -1 cos30° 1
0,8660

-1 270° -2

laWilel
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Framhald:

sin30° 0,5
cos30° 0,8660

tan30° = =0,5773. Mun audveldara er samt ad gera beint

a reiknivélina tan 30° = 0,5773. Reiknivélin finnur pa cos30°, deilir pvi i sin 30° og

er fljot ad pvi

Einnig mé nota SHIFT-takkann & reiknivélinni og spyrja reiknivélina: Hvada horn

hefur tangensinn 0,57737

SHIFT tan 0,5773 = 30°

sinA  y-—hnit
Tan er ekki hnit, heldur deiling hnita: tanA = = ;
cosA  x—hnit

6.1.3 Cotangens - fallid = cot

Cotangens = cot er 6fug deiling midad vio tan og er skilgreint:

COSA x—hnit

cotA =—; = .
SinA  y-—hnit

Cotangens fallid er minnst notad af peim féldgum cos, sin, tan og cot. Cotangens
hefur ekki sérstakan takka & reiknivélinni, heldur parf ad nota x' - takkann &

reiknivélinni sem snyr vid deilingunni.
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Dami:

cos30° 0,8660
Finndu cot 30°, pa parf ad deila —; = =1,7320
sin30° 0,5

eda tan 30°=0,5773 ogsvo x* = 1,7320

6.1.4 Lotan fyrir cos og sin

Lota er endurtekning & einingahringnum ef pu ferd meira en einn hring.

Daemi: y
90° 4
sin30°
0,5
180°
-1 cos30° X
0,8660
270° -1
cos30° +( n-360°) n = fjoldi 360° snuninga = einn
sin30°+ (n-360°) hringur i einingahringnum = 360°
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Lotan fyrir cos og sin er 360° sem er einn einingahringur en lotan endurtekningin

fyrir tan er 180°.

tanA + (n - 180°)

Mynd: Yy

+sinA / -cosA = -tanA 90° ] +sinA / +cosA = +tanA

(-cosA,+sinA) | (+cosA,+sinA)

180° 0°

v

-COSA COsSA X

(-cosA,-sinA) | (+cosA,-sinA)

-sinA / -cosA = +tanA 270° -sinA / +cosA = -tan A
-SinA

+taniloglll fjordungi og -tanilloglV fjéordungi.

lalyial
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Dami:

Finndu tan 45°. y

180°

v

270° | -1

tan45° =1
tan ( 180° +45° ) = tan 225°=1

tanA=tan A+ (n-180°)
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NU getur pu reiknad ut hvada hornastaerd sem erinnii einingahringnum ef pu veist

cos, sin, tan eda cot, pu spyrd bara reiknivélina pina.

Dami:

Finndu a reiknivélinni pinni:

cos 30° = 0,8660

sin 30° =0,5

tan30° =0,5773

cot 30° =tan 30° x' = 1,7320

Finndu staerd hornsins A a reiknivélinni pinni ef:
cosA=0,5 paer shift cos0,5=460°

sinA = 0,8660 pa er shift sin 0,8660 = 60°

cot A=2.0 péertanA == og shift tan~ = 26,56°

6.1.5 Reiknivélar: ( cos, sin, tan og cot )

A reiknivélinni pinni eru prir takkar: cos, sin og tan og med peim getur pd fundid
_ N - - y—hnit

hvada x-hnit og y-hnit & einingahringnum og einnig allar deiliningar m =

tan. Hinsvegar er ekki cot - takki & reiknivélinni pinni, hann snyr vid deilingunni og

y—hnit x—hnit

E— verdur — . SHIFT takkinn setur pig i tengsl vid nedra bord
x—hnit y—hnit

reiknivélarinnar pinnar pannig ad segja ma ad [ tanA)! = cotA.
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6.2 Speglunarreglur

Rifjum adeins upp fjérdunga hnitakerfisins og tengjum pad vid einingahringinn.

Mynd: y

( -X,+y ) ( X,y )

v

( -X,-y ) ( X7y )

1] vV

Hnitakerfid skiptist i fjora fjérdunga. Formerkin @ x og vy - as eru mismunandi, eftir

pbvi i hvada fjéroungi pau eru i:

l.  Fjordungur = ( +x,+y )
Il. Fjérdungur = [ -x,+y)
ll. Fjérdungur = ( -x,-y)

IV. Fjordungur = ( +x,-y)

273




Par sem einingahringurinn er { ollum fjéorum fjérungum hnitakerfisins verda

formerkin & cos og sin alveg eins og & [ x,y ).

Mynd: Yy
A
1
(-cosA,+sinA) (+cosA,+sinA)
( -Xl+y ) ( +Xl+y )
-1 1
X
( -X,-¥Y ) ( +Xl-y )
(-cosA,-sinA) ( +cosA,-sinA)
-1

Pessi mynd er sérlega god til pess ad atta sig & ollum speglunum i einingahringnum

baedi um x-dsinn = [ cosA ), og eins um y-asinn = [ sinA ).
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Skodum nu regluna: sin(-A)=-sinA

Mynd:
y
90°
+sinA
-1
X
180° -A 360°
-sinA
1
270° -1

Pegar pu speglary - hnit yfiry - &sinn breytast formerkin ekki en pegar pu speglar

y - hnit yfir x - asinn breytast formerkin.
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Dami:

Syndu ad sin(-30°) = -sin 30° y

0,5 w

sin 30° =0,5
sin(-30°) =

Formerkin breytast + -

Speglun: Cos [-A) = cos A

Pessi regla lysir speglun x -hnits um x - as. bvi breytast formerkin ekki.
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Mynd: Yy

180°

270° -1

x- hnit = cosA er sa sami fyrir stefnupunktana P og Py baedi hornsins A og [ -A .
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Dami:

Syndu ad cos( -60°) = cosé0°

180°

90° | 1

60°

00

x - hnit stefnupunktanna P og P1 i 60° og -60° sé pad sama. x - hnit = cosA

-60°

270° -1

0,5

c0s60°=0,5 og cos(-60°)=0,5. Formerkin breytast ekki.

v
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6.3 Snuningsreglur cos og sin

sin( A + 180°) =- sinA

Pessi regla lysir pvi hvad gerist i einingahringnum vid 180° sndning = (halfhrings

snuning). Fyriry - hnitid = sinA.

Mynd: y 4
1 l. fjérdungur
y — hnit
+sinA
-1 1] x
\/ V- hnit
lIl. fjordungur

y - hnit = sinA hefur i l. fjérdungi + en - i lll.fjérdungi
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Dami:

Syndu ad sin30° = -sin [ 180° + 30°) = sin 210°

sin30°=0,5

y . fjérdungur

30° X

210°

lll. fjordungur

sin30°=0,5 og sin(180°+ 30°) =sin 210° =

v

sin210° =-0,5

-0,5

Snaningur um 180° = ( halfhringur ) breytir +y i-y pad er: +sin A i -sinA.

280




Cos( A + 180°) = -cosA

Mynd:
AY . fjérdungur
+X - hnit X
+COSA
lll. fjéorOungur
X - hnit = cos A hefur i | fjordungi + en i lll. fjéréungi -
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Dami:

Syndu ad cos60° = cos [ 180° + 60°) = cos 240°

-1 c0s240°=-0,5 60°

il

cos60°= 0,5

/

cosbé0° =0,5
cos ( 180° + 60°) = cos 240° =-0,5

Snuningur um 180° ( halfhring ) breytir +cos i -cos.
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Dami um fleiri sndningsreglur:

Dami:

Snuir pu vid x og y - hnitunum, t.d P = (1,3 ) verdur P1 =(3,1). Pa er gaman ad

skoda hvernig petta litur ut i hnitakerfinu. ba speglast punktarnir um linunay =

X.

(1,3)

(31)

v

Petta er i raun alveg eins inni i einingahringnum. Skodum nu tveer reglur um pad.
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Mynd:

cosA =sin (90°-A) y

in(90°-A) |

v

-1 cosA/ 1 X

cos A=sin(90°-A)

Gott er ad skoda deemi um pessa speglun um linuna y = x { neesta synideemi par

sem cosA =sin ( 90°- A .
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Dami:
Hornid A = 30° Syndu ad cos 30° =sin ( 90% - A ) = sinB0”.

Skodum mynd.

sing0®

0,8660

-1 30°

sin 60%= 0, 8660 og cos30° =0,8660.

Skodum nu reglu um speglun sin og cos um linuna y = x.

sinA = cos [ 90° -A).
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Mynd:

sinA

cos(90°- A) >

Pessi regla er nokkud augljés ef pu ferd jafnlangt fra x -4s =hornid A=ogfray -

as =hornid -A. Pa verda x og y - hnitin pau somu. Skodum nu daeemi um petta.
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Daami:

Syndu ad reglan sinA = cos ( 90° - A ) gildi pegar A = 30°

k

[y
—F

sin30°=0,5

301

Y

5sin30°= 0,5 og cos(90°-30°)=0,5.
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6.4 Hornafallaeiningin

Reglan hér ad nedan er kollud hornafallaeiningin.

cos?A + sin?A =1

H4n heitir i héfudid & einingahringnum pvi radius einingahrings er audvitad = 1.
Um pessa reglu ma annars segja ad hun sé regla Pypagorasar endurfeedd inn i

einingahringnum.

aZ+b?=c?

Haegt er ad tulka oll horn inni i einingahringnum sem 90° prihyrninga med

langhlidina ¢ = 1 og skammhlidarnar sem cosA og sinA.

a’+b? =c? ersemsagt=o0g cos?A +sin? =1

Rifjum upp reglu Pypagoérasar: B
c

a

A b C

a’ +b% =¢?

288




par sem c¢ er langhlidin & méti 90° horninu og hlidarnar a og b eru pvi
skammbhlidarnar. Setjum nud prihyrninginn inn i einingahringinn par sem

langihlidin er = 1 og skammhlidarnar eru cosA og sinA.

Mynd:

»
>

-1 cosA 1 X

cos?+sinZ=1
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Dami:

Finndu cosA ef sinA =0,5 og hornid er i l. - fjordungi. Finndu staerd hornsins A.

sinA=0,5

v

-1 cosA |1 X
-1
cos2A +0,52=12 SHIFT sin 0,5 = 30°
cos?A +0,25=1 Hornié A = 30°
cos?A=1-0,25

cos2A =0,75

cosA=,/0,75 =0,8660
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Skodum nu Litid deemi par sem hornafallaeiningin kemur vid sogu. Par parf ad

sanna. Skodum nu likan fyrir sannanir.

Hér séstad B ersa sem tengir saman A 0g C.

Dami:
Syndu fram & [ sannadu ) aé:

cos?A 1

sinA + — ,
SinA SinA

A = C
Hér er vandinn ad finna B tenginguna d milliAog C
cos?A

. sinA . .
Leggjum saman — t oo samnefnarinn = sinA

, sin?A+cos?A )
baer: ———— og sinA + cos?A =1
. 24 sin%?A + cos24 1
Ef: sinA+222 = =
S SinA SinA SinA
A = B = C
bé er:
A = C
, . cos2A 1 - !
Paer: sinA +— = og A = C Sonnun lokid.

SinA SinA
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6.5 Eiginleikareglur

Skodum nu reglur sem ég hef kosid ad kalla eiginleikareglur. Pad eru reglur um
tvofoldun og samlagningu og fradratt a peim féldgum cos og sin. Petta eru ekki
Osvipadir eiginleikar og i margfoldun og samlagningu talna. Mér finnst gott ef heegt
er ad teikna regluna upp i einingahringinn pannig ad reglan birtist ekki bara sem
takn heldur lika sem mynd, sem er gott pvi vid hugsum i myndum. Pagd er erfitt ad
teikna upp eiginleikareglur inn i einingahringinn. Hinsvegar & ad vera audvelt ad

skilja reglurnar ut fra dtreikningum.

Skodum tvofoldunarreglurnar: sin2A = 2sinA - cosA

Dami:
Ef A=30°paer 2-A=60°
sin30°=0,5

sin (2-30°) = sin60° = 0,8660

Petta ma einnig syna med eiginleikareglu:

Dami:
Finndu sin2A ef A =30°
sin2A = 2sinA-cosA
sin( 2-30° ) = sin60° = 2sin30°- c0s30°

2-0,5-0,8660 = 0.8660
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Petta er ekki annad en einféld innsetning inn i regluna um sin af tvoféldun horna.

cos2A = cos?A - sin?A

Dami:
Ef A =30° pa er 2A = 60°

co0s30°=0,8660

Petta ma einnig syna med reglunni um tvofoldun horna.

Dami:

Finndu cos 2A ef A=30° A reiknivélinni:
coss2A = cos?A - sin?A cos30° = 0,8660
cos2A =0,8660? - 0,52 sin30°=0,5

cos2A=0,75-0,25

cos2A=0,5

Aftur einfold innsetning inn i regluna um cos af tvoféldun horna. Skodum nd reglur

um samlagningu og fradratt horna.

sin( A + B) = sinA-cosB + cosA-sinB

293




Dami:
A=40°0g B=20° baerA+B-=40° 20°=60°

sin60°=0,8660

Notum nu regluna i synideemi.

Dami:

Finndu sin( A+ B ) ef A= 40° og B = 20°

sin (A + B ) =sinA-cosB + cosA -sinA

sin [ 40° + 20°) = sin40°-c0s20° + cos40°-sin20°
sin60° = 0,6428-0,9397 + 0,7660-0,3420

sin60° = 0,6040 + 0,2620

sin60°= 0,8660

Préfun:

Med einfaldri innsetningu ma sja ad: sin( 40°+ 20°) = sin60°= 0,8660.

Skodum nu regluna: sin( A - B ) =sin-cosB - cosA-sinB
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Dami:

A=60°0gB=20° baersin(60°-20°) =sin40°=0,6428

Med fradrattarreglunni fyrir sin mundi petta lita svona ut.

Dami:

Finndusin[A+B) ef A=60°0g B =20°

sin( A - B) =sinA-cosB - cosA-sinB

sin( 60°- 20°) = sin60°-c0s20° - c0s60°-sin20°
sin40° = 0,8660-0,9397 - 0,5-0,3420
sin40°=0,8138-0,1710

sin40° = 0,6428

Aftur ma segja ad petta sé tiltolulega audveld innsetning inn i regluna.

Skodum nu regluna: cos( A + B ) =cosA-cosB - sinA-sinB

Dami:

A =40° og B=20°, pa er cos(40°+20°) =cosé0°=0,5
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Reiknum petta nd med reglunni:

Dami:

Finndu cos( A + B ) ef A=40° og B = 20°

cos( A + B) = cosA-cosB - sinA-sinB

cos( 40° + 20°) =c0s40°-c0s20° - sin40°-sin20°
cos60° =0,7660-0,9397 - 0,6428-0,3420

cos60°=0,7198 - 0,2198

cosb60° = 0,5

Petta synir ad reglan heldur og innsetningin & ad vera audveld. Skodum nu

fradrattarregluna fyrir cos:

cos(A-B) =cosA-cosB + sinA-sinB

Dami:

A =60°0g B=20° paercoslb60°-20°) =cos40°=0,7660

Notum nu cos - fradattarregluna til pess ad reikna petta fyrir okkur a naestu sidu.
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Dami: Finndu cos[A-B) ef A=60°0g B=20°
cos( A - B) = cosA-cosB + sinA-sinB

cos( 60° - 20°) = cos60°-c0s20° + sin60°-sin20°
cos40° = 0,5-0,9367 + 0,8660-0,3420

cos40° = 0,4698 + 0,2962

cos40° =0,7660

6.6 Utvikkun hornahugtaksins

Byrjum rélega & hvossu horni = minna en 90°:

Mynd: Yy

V<

180° 360°
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Skodum pvi nzest gleitt horn p.e horn sem er staerra en 90°.

Mynd:
Ay
1| 90°
-1 A 1 X
180° 360°
-1 270°
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Skodum pvi naest horn sem er steerra en 180°. P& finnst pér jafnvel hornid vera

ordid of stort til pess ad vera horn. Ef hornid er 250° pa liti hornid einhvernveginn

svona Ut:
Mynd:
y
A
1 ({90°
-1 A 1 X
180° 360°
-1 270°
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Skodum sidan horn sem er steerra en 270° t.d 330° horn. Hér er hringurinn og
hornid nanast ad lokast og hornid ordid nokkud stort. Skodum pvi naest hvernig
360° horn litur Ut en 360° er einmitt hringur. Pad ad hugsa sér hring sem 360° horn

er audvitad mjog skritid.

Mynd:
y

14 90°

| f\l |
180° KJ?’&T

-1 270°
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NU fer ad taka i pegar horn er ordid staerra en 360° sem sagt steerra en hringurinn.

Hugsum okkur 400° horn, p.e. 360° og 40° i vidbot. Skodum pad adeins nanar:

Mynd:

1 400° = 40° 1 x

v

180° 360°

-1 270°
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400° horn er steerra en heill hringur. Sé A = 400° pa hefur 400° hornid sama
stefnupunkt og 40° hornid. Pad pydir:

c0s400° = cos 40° = 0,7660

sin400° = sin40° = 0,6428

Petta er audvelt ad finna & reiknivélinni pinni. Férum nu i alvarlega uUtvikkun a
hornahugtakinu og skodum nu 4000° horn.Pad er 11 hringir= 11-360° = 3960° +40°
= 4000°.

Mynd:

-1 4000° = 40° 1 X

v

180° 360°

-1{ 270°
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Petta er svolitid skritid horn en spurdu reiknivélina pina:

c0s4000° = cos40° =0,7660

sin4000° =sin40° =0,6428

Pvi méa segja ad 40° hornid hafi sama cos og sin og oll eftirfarandi horn: sja toflu.

n = fjoldi hringja = 360°

n 40° +( n-360°) Horn A

0 40° +(0-360°) 40°

1 40° +( 1-360°) 400°

2 40° +( 2-360°) 760°

3 40° +( 3-360°) 1120°

4 40° + ( 4-360°) 1480°

5 40° +( 5-360°) 1840°
Og svo framvegis.
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6.7 Hugtakaskra

cos = cosinus: x - hnit punkts a einingahringnum

cosA’

COSA

cot = cotangens. cotA =—;
SinA

Delta = A. Griskt D tadkn fyrir breytingu, t.d: Ax = breytingin a x as
Eiginleikareglur: Reglur um eiginleika horna i einingahring

Einingahringur: Hringur med midpunkt ( { 0,0 ) og med radiusinn 1,0

m
N,

1

Gradur: Gradurihring eru 360°
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Gleitt horn: Horn sem er staerra en 90°

\—>

Halfhringur: Halfhringur er 180°

Horn: Staerdin & milli tveggja arma

.

|

Hornafallaeiningin: Nafn & regluna: cos?A + sin’A =1

Hringur: Allir punktar jafnlangt fra midpunkti o

Hvasst horn: Horn sem er minna en 90°

.

Innsetning: Setja inn ireglu eda sonnun til pess ad fa rétt ut
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Langhlid: Lengsta hlidin i 90° prihyrningi, sem er & méti 90° horninu

Lota: Lotan = endurtekningin i einingahringnum. Hun er 360° fyrir cos og sin, en

180° fyrir tan

Pypagérasarregla: a’ + b? = ¢? gildir um 90°prihyrninga
Samlagningareglur: Reglur um samlagningu horna i einingahringnum
SHIFT: SHIFT - takkinn i vinstra horninu & reiknivélinni

sin = sinus. y - hnit punkts & einingahring

A
7< sinA
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Skammhlid: Skemmri hlidarnar i 90° prihyrningi

Snuningsreglur: Reglur um sndninga i einingahring
Speglunarreglur: Reglur um speglanir i einingahringnum

Stefnuds horns: Armur horns i einingahring

/
N

v

%

Stefnuhorn: Horn i einingahring

/‘
N

A

%

v
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Stefnupunktur: Skurdpunktur einingahrings og stefnuass
A

Sonnun: Ad sanna staerodfraedireglu

Ef A=B=C

pder A =C

SinA

Tan = tangens. tanA =
COSA

Tvofoldunarreglur: Reglur um tvéféldun horna i einingahring

Utvikkun hornahugtaksins: begar horn i einingahringnum verda staerri en 360°

t.d. 4000° horn = 11=360 + 40°
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